
奥数-几何-容斥求面积

  刚刚   0 次阅读

本资料为小学数学 专项练习题，包含精选例题与配套练习，适合课后巩固和考前复习使用。

📖 在线阅读

💡 阿星精讲：容斥原理：重叠面积 原理

核心概念：想象一下，阿星有两张发光的魔法卡片（正方形A和B）。当他把两张卡片完美重叠放

在桌上时，发光的总面积就是一张卡片的面积。但如果他把两张卡片错开一点放置，让它们有一

部分重叠，那发光的区域就变大了！这时，总面积是多少呢？你是不是想把两张卡片的面积直接

加起来（ ）？错！那样你就把重叠的部分（两人“踩”到的同一块地）算了两次！所以，

正确的总面积应该是：两张卡片的面积之和，再减去一次它们重叠部分的面积。这就是容斥原理

的精髓：要计算覆盖的总范围，先把各部分加起来，再把多算的重叠部分“踢出去”一次！

计算秘籍：

独立计算：算出图形A的面积 。

独立计算：算出图形B的面积 。

寻找重叠：找到A和B重叠部分的形状，算出其面积 。

运用容斥：总面积 。

若求阴影（仅被一张卡片覆盖的部分）：则 。

阿星口诀：“面积相加很简单，重叠部分会捣乱。多算一次要扣掉，容斥原理是好汉！”

S ​ +A S ​B

S ​A

S ​B

S ​A∩B

S ​ =总 S ​ +A S ​ −B S ​A∩B

S ​ =阴影 S ​ −总 S ​ =A∩B S ​ +A S ​ −B 2 × S ​A∩B
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⚠️ 易错警示：避坑指南

❌ 错误1：直接相加不扣减 → 以为总面积就是 。

✅ 正解：两个图形只要有重叠，相加时重叠部分就被算了两次，必须减去一次，即 

。

❌ 错误2：找错重叠区域 → 当图形错位或不规则时，凭感觉判断重叠部分的形状和大小。

✅ 正解：必须严格作图或逻辑推理，确定重叠部分的精确边界，并选择合适的方法（公式、割

补、网格等）计算其面积。

🔥 例题精讲

例题1：如图，两个边长为  cm 的正方形部分重叠，重叠部分是一个边长为  cm 的小正方

形。求两个正方形覆盖的总面积。

📌 解析：

正方形A面积：  。

正方形B面积：  。

重叠部分面积：  。

根据容斥原理：  。

S ​ +A S ​B

S ​ =总 S ​ +A

S ​ −B S ​重叠

10 4

S ​ =A 10 × 10 = 100 (cm )2

S ​ =B 10 × 10 = 100 (cm )2

S =重 4 × 4 = 16 (cm )2

S =总 S ​ +A S ​ −B S ​ =重 100 + 100 − 16 = 184 (cm )2
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✅ 总结：直接应用核心公式，关键是准确识别重叠部分的形状和尺寸。

例题2：在  的网格中（每个小格子面积为 ），放置了两个相同的  长方形。一个长方

形水平放置，另一个倾斜放置，它们重叠部分的面积恰好是 。求两个长方形在网格内覆盖的总

格子数（面积）。

📌 解析：

单个长方形面积： 。

两个长方形面积和： 。

已知重叠面积： 。

覆盖总面积： 。

虽然不知道长方形具体位置，但容斥原理只关心“单独面积”和“共有面积”，与具体位置无关。

✅ 总结：容斥原理是一个“整体性”原理，有时我们不需要知道图形的精确位置，只要知道单独和

重叠部分的面积就能解题。

例题3：两个等腰直角三角形重叠放置，直角边长分别为  和 。已知它们重叠部分的面积是 ，

并且未被覆盖的阴影部分总面积是 。求较小的那个三角形的面积。

📌 解析：

设小三角形面积为 ，大三角形面积为 。已知 。

根据容斥，覆盖总面积 。

阴影面积 = 总面积 - 重叠面积 = 。

题目告知阴影面积为 ，所以 。

解得： 。

检验：小三角形直角边为 ，理论面积应为 ，这与我们算出的  矛盾？等等，这

里有个陷阱！题目说“两个等腰直角三角形”，但没说哪个大哪个小！我们假设的  是  为边长

的，但  是未知的。我们需要重新审视。

设两三角形面积分别为  和  ( )，重叠面积为 。

总面积 。

阴影面积 。所以 。

8 × 8 1 4 × 3

5

S =长 4 × 3 = 12

S =和 12 + 12 = 24

S =重 5

S =总 S ​ −和 S ​ =重 24 − 5 = 19

6 8 7

20

x y y = ​ ×2
1 8 × 8 = 32

S ​ =总 x + y − S ​ =重 x + 32 − 7 = x + 25

(x + 25) − 7 = x + 18

20 x + 18 = 20

x = 2

6 ​ ×2
1 6 × 6 = 18 2

y 8

x

S ​1 S ​2 S ​ ≤1 S ​2 7

S ​ =总 S ​ +1 S ​ −2 7

S ​ =阴 S ​ −总 7 = S ​ +1 S ​ −2 14 = 20 S ​ +1 S ​ =2 34
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已知可能的三角形面积：边长为  的面积为 ，边长为  的面积为 。因为 

，所以两个三角形并不都是题目中给定边长的！可能有一个更小的。

由 ，且  (因为重叠部分为7)，且一个是  或 。若 ，则

，这与  矛盾。若 ，则 ，这个  可以是直角边为 

的等腰直角三角形。

因此，较小的三角形面积是 。(验证：总面积= ，阴影= ，符

合。)

✅ 总结：当问题中含有多个未知量时，容斥原理可以帮我们建立方程。同时，要警惕题目中的隐

含条件和多种可能性，并进行验证。

🚀 阶梯训练

第一关：基础热身（10道）

两个边长分别为 cm 和 cm 的正方形部分重叠，重叠部分是一个面积为  的正方形。求

覆盖的总面积。

一个圆面积 ，一个正方形面积 ，它们重叠了 。求图形覆盖的总面积。

两个完全相同的长方形，长 cm，宽 cm，重叠成一个“十”字形，中间重叠部分是边长为 cm

的正方形。求这两个长方形拼在一起的外围周长。

用容斥原理解释：为什么  可以表示两个集合的并集元素个数？

一块地被两个花坛覆盖，一个花坛面积  平米，另一个  平米，两个花坛共同覆盖的区域有

 平米。求这块地至少有多大？

阿星有两张不规则的彩纸，面积分别是 ， ，把它们部分重叠贴在墙上后，测得

墙上被覆盖的总面积是 。求重叠部分的面积。

一个图形由两个半圆组成，它们直径重合，直径长 。求这个图形的总面积。（提示：两个半圆

重叠在一条直径上）

两个三角形面积分别是  和 ，它们重叠部分的面积是 。求只属于其中一个三角形的区域面

积之和（即阴影总面积）。

在网格纸上画两个  的长方形，让它们重叠一个  的格子。数一数，总共覆盖了多少个

独立的格子？

6 18 8 32 18 + 32 = 50 =

34

S ​ +1 S ​ =2 34 S ​,S ​ >1 2 7 18 32 S ​ =2 32

S ​ =1 2 S ​ >1 7 S ​ =2 18 S ​ =1 16 16 ​ ≈32 5.66

16 18 + 16 − 7 = 27 27 − 7 = 20

5 7 9 cm2

28.26 cm2 25 cm2 10 cm2

8 3 2

15 + 20 − 5 = 30

40 35

12

A = 100 B = 80

155

10

24 30 6

3 × 4 2 × 2
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已知 ，求图形B的面积 。

二、奥数挑战

三个边长为  的正方形如图中心重合，依次旋转 。已知任意两个正方形重叠部分的面积都是

，三个正方形共同重叠部分的面积是 。求三个正方形覆盖的总面积。（提示：使用三元容斥原

理）

一个边长为  的正方形和一个半径为  的圆形部分重叠，圆心在正方形一条边的中点上。求正

方形和圆形覆盖的总面积。（取 ）

下图是一个“回”字形，由两个同心正方形组成，外边长 ，内边长 。现有一个倾斜的、边长为

 的正方形与其部分重叠。若重叠部分恰好都是与“回”字形中“环”区域重叠，且面积为 。求这

个倾斜正方形与“回”字形覆盖的总面积。

两个等腰直角三角形的斜边重合，直角顶点在重合线的两侧。小三角形斜边长 ，大三角形斜边

长 。求两个三角形覆盖的总面积。

在  方格中，放入两个不同的“L”形方块（面积均为 ）。它们最多可以覆盖多少个格子？最

少呢？（考虑重叠）

一个正六边形和一个正三角形部分重叠。已知六边形面积是 ，三角形面积是 ，它们

不重叠的部分（阴影）面积之和是 。求重叠部分的面积。

两个平行四边形，底和高分别相等，将一个旋转  后压在另一个上面。若每个平行四边形面积

均为 ，重叠部分是一个面积为  的六边形。求覆盖的图形外部轮廓的周长。

三个圆两两相交，每个圆面积都是 ，每两个圆重叠部分的面积都是 ，三个圆共同重叠部分

的面积是 。求三个圆覆盖的总面积。

用容斥原理证明：在  到  的整数中，能被  或  整除的数有多少个？

一个正方形被两条对角线分成  个相同的小三角形。分别以其中两个相邻小三角形的公共边为斜

边，向外作两个等腰直角三角形。求这两个新作的三角形与原来正方形覆盖的总面积。（设原正方

形边长为 ）

第三关：生活应用（5道）

AI视觉识别：一个AI系统用两个不同的算法检测图片中的猫咪。算法A识别出的猫咪区域面积为

 像素，算法B识别出的区域面积为  像素。两个算法都识别出的区域（确信为猫咪）面

S ​ =总 50,S ​ =A 30,S ​ =重叠 8 S ​B

6 30∘

12 4

10 5

π ≈ 3.14

10 6

8 15

4

6

5 × 5 4

54 ​3 16 ​3

50 ​3

60∘

48 18

14π 4π

π

1 100 2 3

4

a

2500 1800
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积为  像素。问这张图片中，被至少一个算法认为是猫咪的区域总面积是多少像素？

物流覆盖：某快递公司在城市有两个配送中心，中心A的配送范围可覆盖  的区域，中心B

可覆盖  的区域。由于规划合理，两个中心的覆盖区域有  的重叠（用于应对高峰

和备份）。问该公司在这个城市的理论服务覆盖面积是多少？

无线网络：教室里有两个Wi-Fi路由器，路由器A的信号有效区域是一个半径  米的圆，路由器B

是一个半径  米的圆。为了获得最佳信号，需要将这两个路由器放置得让它们的覆盖区域有 

平方米的重叠。问教室中能收到至少一个Wi-Fi信号的最大总面积是多少平方米？（  保留）

航天轨道：两颗地球观测卫星的拍摄范围在地球表面分别对应两块圆形区域（近似平面），面积各

为 。它们的拍摄区域有部分重叠，重叠面积为 。问在一次协同任务中，它们能监测到的地

表总面积是多少？（用含  的式子表示）

电商推荐：某购物平台统计，在“618”活动中，点击“数码专区”的用户占访客的 ，点击“家

电专区”的用户占 ，而两个专区都点击的用户占 。请问，至少点击了一个专区的用户占

比是多少？

🤔 常见疑问 FAQ

💡 专家问答：容斥原理：重叠面积 的深度思考

问：为什么很多学生觉得这一块很难？

答：难点通常不在于公式  本身，而在于对“重叠部分”的识别和计算。图

形一旦错位、旋转或形状不同，重叠部分就变得不规则，学生缺乏将其“隔离”并独立计算

面积的技巧。其次，是思维定势，看到“总共”就只想相加，缺乏“减去多加的”这种逆向思

维。这需要从具体的、可视化的比喻（如阿星的两张卡片）开始，建立强烈的直观印象。

问：学习这个知识点对以后的数学学习有什么帮助？

答：帮助极大！这是集合论思想在几何中的第一次生动体现。它直接对应集合的并集运

算： 。未来在学习概率时，计算 

 如出一辙。在组合数学、数论（如整除计数问题）中，容斥原理更是

核心工具。它训练的是分类、合并与修正的精密逻辑，是数学建模中处理“重复计数”问题

的基石。

1200

50 km2

40 km2 15 km2

10

8 30π

π

S 0.3S

S

40%

55% 25%

S +A S ​ −B S ​重

∣A ∪ B∣ = ∣A∣ + ∣B∣ − ∣A ∩ B∣ P (A ∪ B) = P (A) +

P (B) − P (A ∩ B)
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问：有什么一招必胜的解题“套路”吗？

答：有！可以遵循以下四步法：

分离：在脑海或草图上，将复合图形拆解成独立的、规则的部分  和 。

标注：明确标出或求出  和 。

锁定：用不同颜色的笔或阴影，严格界定出  和  共有的区域 ，并想办法求出 。

容斥：代入公式  计算。如果求的是“只属于A或只属于B”的阴影，

则用  或 。

无论图形多复杂，这四步都是清晰的思考路径。核心中的核心，永远是第三步：找准并算

对那个“重叠部分”。

参考答案与解析

第一关：基础热身

 。

 。

两个长方形总面积： 。重叠面积： 。覆盖总面积：

。周长需具体画图，但面积计算是容斥的直接应用。

设集合A有  个元素，B有  个元素，A与B交集有  个元素。直接相加  会把交集中的

 个元素算两次，所以减去一次，得到并集元素数 。

“至少有多大”即求覆盖总面积：  。

由 ，得 ，所以 。

两个半圆面积之和等于一个整圆面积： 。重叠部分是一条线段（直

径），面积为 。所以总面积就是 。这里重叠部分面积为 ，容斥原理依然成立：

。

阴影总面积 = 。或先求总面积：

，再减去一次重叠： 。

一个长方形占  格，两个共  格。重叠  格。覆盖总独立格子数： （个）。

由 ，得 ，解得 。

A B

S ​A S ​B

A B C S ​C

S ​ =总 S ​ +A S ​ −B S ​C

S ​ −总 S ​C S ​ +A S ​ −B 2S ​C

S ​ =总 5 +2 7 −2 9 = 25 + 49 − 9 = 65 (cm )2

S ​ =总 28.26 + 25 − 10 = 43.26 (cm )2

2 × (8 × 3) = 48 2 × 2 = 4 48 − 4 = 44

(cm )2

15 20 5 15 + 20

5 30

40 + 35 − 12 = 63 (平米)

S +A S ​ −B S ​ =重 S ​总 100 + 80 − S ​ =重 155 S ​ =重 25

S =圆 π × (10/2) =2 25π

0 25π 0 S ​ =总

S ​ +半圆1 S ​ −半圆2 0

(S ​ +1 S ​) −2 2 × S ​ =重 (24 + 30) − 2 × 6 = 54 − 12 = 42

54 − 6 = 48 48 − 6 = 42

12 24 4 24 − 4 = 20

S +A S ​ −B S ​ =重 S ​总 30 + S ​ −B 8 = 50 S ​ =B 28
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第二关 & 第三关解析略（供教师或深入学习使用）。核心思路均已蕴含在前述原理和例题讲解

中。关键在于熟练运用公式，并准确分析复杂图形中的重叠关系。

更多精彩内容请访问 星火网 www.xinghuo.tv

PDF 文件正在生成中，请稍后再来...

📚 更多练习题

奥数-几何-毕克定理

12-19

奥数-几何-沙漏模型

12-19

奥数-几何-燕尾模型逆推

12-19

奥数-几何-燕尾模型面积比

12-19

奥数-几何-任意四边形蝴蝶

12-19

奥数-几何-蝴蝶模型份数

12-19

星火网 www.xinghuo.tv - 8 / 8

https://www.xinghuo.tv/exercise/%e5%a5%a5%e6%95%b0-%e5%87%a0%e4%bd%95-%e6%af%95%e5%85%8b%e5%ae%9a%e7%90%86/
https://www.xinghuo.tv/exercise/%e5%a5%a5%e6%95%b0-%e5%87%a0%e4%bd%95-%e6%b2%99%e6%bc%8f%e6%a8%a1%e5%9e%8b/
https://www.xinghuo.tv/exercise/%e5%a5%a5%e6%95%b0-%e5%87%a0%e4%bd%95-%e7%87%95%e5%b0%be%e6%a8%a1%e5%9e%8b%e9%80%86%e6%8e%a8/
https://www.xinghuo.tv/exercise/%e5%a5%a5%e6%95%b0-%e5%87%a0%e4%bd%95-%e7%87%95%e5%b0%be%e6%a8%a1%e5%9e%8b%e9%9d%a2%e7%a7%af%e6%af%94/
https://www.xinghuo.tv/exercise/%e5%a5%a5%e6%95%b0-%e5%87%a0%e4%bd%95-%e4%bb%bb%e6%84%8f%e5%9b%9b%e8%be%b9%e5%bd%a2%e8%9d%b4%e8%9d%b6/
https://www.xinghuo.tv/exercise/%e5%a5%a5%e6%95%b0-%e5%87%a0%e4%bd%95-%e8%9d%b4%e8%9d%b6%e6%a8%a1%e5%9e%8b%e4%bb%bd%e6%95%b0/

